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Introducere

Analiza complexa este una din ramurile clasice ale matematicii cu radacinile in
secolul al XVIII-lea iar doua directii importante ale analizei complexe sunt teoria
reprezentarilor conforme si teoria geometrica a functiilor analitice.

Teoria geometrica a functiilor de o variabila complexa s-a conturat ca ramura
aparte a analizei complexe in secolul al XX-lea cand au aparut primele lucrari im-
portante in acest domeniu, datorate lui P. Koebe [34] (1907), T.H. Gronwall [27]
(1914), [28] (1916), J.W. Alexander [4] (1915), L. Bieberbach [8], [9] (1916).

Interpretarea geometrica a unor proprietati matematice exprimate pur analitic
si pe de alta parte exprimarea in limbaj analitic a unor proprietati geometrice con-
stituie unul din obiectivele majore ale teoriei geometrice a functiilor analitice.

Cunoscuta Conjectura a lui Bieberbach [8] formulata in anul 1916 si care a
fost demonstrata abia in 1984 de Louis de Branges [19], a dat un impuls puternic
cercetarilor din acest domeniu si a determinat aparitia unor noi metode de cercetare,
cum sunt: metoda parametrica a lui L. Léwner, metodele variationale (M. Schiffer
[85], G.M. Goluzin [23], K. Sakaguchi [81] g.a.), metodele bazate pe inegalitatile lui
H. Grunsky [30] si G.M. Goluzin [24], metoda punctelor extremale (L. Brickman
[10], [11], T.H. MacGregor [41] s.a) etc.

Mari matematicieni romani au avut un rol deosebit la dezvoltarea acestui dome-
niu al matematicii. Dintre ei amintim doar doua personalitati clujene si anume pe
G. Calugareanu, care a obtinut rezultate insemnate in domeniul functiilor univalente
(conditii necesare si suficiente pentru univalenta, raze de univalenta) cat si in cel
al functiilor meromorfe, respectiv pe P.T. Mocanu, care a introdus notiunea de a-
convexitate, a obtinut criterii de univalenta pentru functii neanalitice, a elaborat in
colaborare cu S.S. Miller metoda subordonarilor diferentiale si mai recent, metoda
superordonarilor diferentiale.

In primul capitol sunt prezentate clasele H[a,n], A, S, ¥, si ¥, o parte din clasele
speciale de functii univalente (stelate, convexe, aproape convexe), subordonarea,
metoda subordonarilor diferentiale, teorema ”"Open Door” si teorema referitoare
la ordinul de stelarite al clasei I3, (S*(cv)). Penultimul paragraf al acestui capitol
contine doua rezultate originale referitoare la o subclasa de funtii stelate, respectiv
la o subclasa de functii convexe de un anumit ordin si sunt de fapt niste aplicatii ale
metodei subordonarilor diferentiale (cunoscuta si sub numele de metoda functiilor
admisibile).

In Capitolul 2 sunt prezentate notiuni gi rezultate clasice pentru subordonarile
si superordonarile diferentiale Briot-Bouquet.

Capitolul 3 este dedicat studiului functiilor meromorfe cu unicul pol simplu z = 0



si are in structura sa 5 paragrafe. In paragraful 3.1 sunt prezentate conditiile de
stelaritate si de convexitate pentru aceste functii iar in paragraful 3.2 sunt enuntate
cateva rezultate referitoare la proprietatile de stelaritate ale unui binecunoscut ope-
rator integral.

Urmatoarele 3 paragrafe ale Capitolului 3 contin in intregime rezultate originale.
Astfel, in paragraful 3.3 sunt definite clasa functiilor invers-stelate si clasa functiilor
invers-convexe si sunt date teoreme de caracterizare, dualitate si deformare referi-
toare la aceste clase. In paragraful 3.4 este definita clasa functiilor aproape invers-
convexe si sunt enuntate si demonstrate doua teoreme care pun in legatura clasa
nou definita cu clasa functiilor invers-convexe. In paragraful 3.5 este definit un
operator integral, notat cu Jigjm s Si sunt prezentate cateva propritati de baza refe-
ritoare la acest operator. De asemenea, sunt puse in evidenta si cateva proprietati
de stelaritate pentru operatorul particular J 55~ Dotat mai simplu cu Jg .

Al patrulea capitol este dedicat studiului functiilor meromorfe multivalente si
contine in intregime rezultate originale.

In paragraful 4.1. este definit un operator integral, notat cu J= o 57 5, 51 este
prezentata o teorema de existenta referitoare la acest operator iar in paragrafele
4.2 si 4.3 sunt studiate proprietatile de conservare ale unor noi subclase, in urma
aplicarii operatorilor particulari J, g, §i Jp+-

In paragraful 4.4 se considera o transformare multiplicativd, notata J;',, si se de-
finegte o subclasa de functii meromorfe (multivalente) folosind aceasta transformare
si conditia de la stelaritate, dupa care sunt studiate proprietatile de conservare ale
acestei subclase in urma aplicarii operatorului integral .J, .

In fine, in ultimul capitol se definesc noi subclase de functii meromorfe multiva-
lente folosind subordonarea si superordonarea si se stabilesc conditii suficiente astfel
incat prin aplicarea unuia dintre operatorii Jy, g~ sau J,, sa obtinem functii din
clase similare celor initiale.

Lucrarea se incheie cu o bibliografie selectiva, cuprinzand 97 de titluri, dintre
care 8 apartin autoarei.

In incheiere doresc si multumesc d-lui prof. univ. dr. Grigore Stefan Salagean
pentru indrumarea, sustinerea si sprijinul acordat pe tot parcursul elaborarii si
redactarii acestei teze. De asemenea, doresc sa multumesc si d-lui prof. univ. dr.
Eugen Draghici pentru increderea si sprijinul acordat.

Multumesc parintilor mei si tuturor celor care mi-au fost aproape si m-au sustinut.

Cuvinte-cheie: stelaritate, convexitate, aproape-convexitate, subordonare, su-
perordonare, operatori integrali, functii meromorfe, functii meromorfe multivalente



Capitolul 1

Notiuni si rezultate preliminare.
Aplicatii

In acest capitol sunt prezentate clasele H|a,n], A, S, ¥, si Xo, o parte din clasele
speciale de functii univalente (stelate, convexe, aproape convexe), subordonarea,
metoda subordonarilor diferentiale, teorema ”Open Door” si teorema referitoare la
ordinul de stelarite al clasei Iz, (5*()).

Penultimul paragraf al acestui capitol contine doua rezultate originale referitoare
la o subclasa de funtii stelate, respectiv la o subclasa de functii convexe de un anumit
ordin i sunt publicate in [89].

1.1 Clasele Hla,n], A, S, ¥, si X

Pentru inceput vom preciza cateva dintre notatiile care apar in aceasta lucrare.
Discul cu centrul in a si de raza r, notat cu U(a,r), unde a € C si r > 0, il definim
prin

Ula,r) ={2€C:|z—a|] <r}.
Discul unitate, adica U(0, 1), il notam cu U si discul U(0, R) cu Ug.
Fie H(U) multimea functiilor olomorfe in discul unitate U, H,(U) multimea functiilor
olomorfe gi univalente (injective) in U iar pentru a € C si n € N* vom nota

Hla,n)={f € HU) : f(2) = a+ ap2" + apns 12" + ...}

An = {f € H(U) : f(Z) ==z + an—&-lzn—i_1 ‘|‘ an+22"+2 + .. .},

iar pentru n = 1 notam A; cu A.
Vom nota cu S clasa functiilor olomorfe si univalente pe discul unitate, normate
cu conditiile f(0) =0, f'(0) = 1, adica

S ={f € A: feste univalenta in U }.



Studiul functiilor meromorfe si univalente se poate face in paralel cu clasa S,
considerand clasa ¥, a functiilor ¢ meromorfe cu unicul pol (simplu) ( = oo si
univalente in U~ = {( € C, : |(|] > 1}, care au dezvoltarea in seria Laurent de
forma

PC) = Chag+ g ] > 1

Fie ¥4 subclasa functiilor ¢ € ¥, care nu se anuleaza in exteriorul discului unitate,
adica
Yo={peXu:p()#0,CU ]

1.2 Functii stelate si functii convexe

Definitia 1.2.1. [64] Fie functia f € H(U) cu f(0) = 0. Spunem ca functia f
este stelata in U in raport cu originea (sau, pe scurt, stelatd) daca functia f este
univalentd in U gi f(U) este domeniu stelat in raport cu originea, adica pentru orice
z € U segmentul care uneste originea cu f(z) este inclus in f(U).

Teorema 1.2.1. [64] (teorema de caracterizare analitica a stelaritatii) Fie
functia f € HU) cu f(0) = 0. Atunci f este stelata daca si numai daca f'(0) # 0

St
2f'(z)
f(2)

Definitia 1.2.2. [6/] Vom nota cu S* clasa functiilor f € A care sunt stelate (si
normate) in discul unitate, adicd

Re

>0, zel.

2f'(2)
f(2)

Definitia 1.2.3. [6/] Functia f € H(U) se numeste functie convexd in U (sau, pe
scurt, converd) daca functia f este univalenta in U si f(U) este un domeniu conver.

S*:{feA:Re >O,zEU}.

Teorema 1.2.2. [64] (teorema de caracterizare analitica a convexitatii) Fie
functia f € H(U). Atunci functia f este convexd daca si numai daca f'(0) # 0 si

2f"(2)
f'(2)

Definitia 1.2.4. [6/] Vom nota cu K clasa functiilor f € A conveze (si normate)
in discul unitate U, adica

Re +1>0,2€U.

2f"(2)
f'(2)

K:{feA:Re —|—1>0,Z€U}.



1.3 Functii stelate si functii convexe de un anumit
ordin

Definitia 1.3.1. [64] Fie « < 1. Vom defini doud subclase de functii olomorfe dupa
cum urmeaza:

e (Clasa functiilor stelate de ordinul o ca fitnd clasa

2f'(2) }
S*(a)=<f€eA:Re >a,z€U;y.
@= )
e (Clasa functiilor convexe de ordinul o ca fiind clasa
zf"(2)

K(a):{fEA:Re +1>a,z€U}.

f'(2)

Se observa ca pentru a = 0 avem S*(0) = S* §i K(0) = K.
1.4 Functii aproape convexe

Definitia 1.4.1. [64] Functia f € H(U) se numeste aproape converd dacd existd o
functie ¢ convexa in U, astfel incat
f'(z)
¢'(2)
Definitia 1.4.2. [6/] Vom nota cu C clasa functiilor aproape convexe gi normate in
discul unitate U, adica

Re

>0,zeU.

C:{feA:(H)gpeK,Rej;:EZ>0,z€U}.

1.5 Subordonare

Definitia 1.5.1. [64] Fie f,g € H(U). Spunem ca functia [ este subordonata
functiei g (sau g este superordonatd functiei f) si vom nota

f =g sau f(z) < g(2),
daca ezista o functie w € H(U), cu w(0) =0 gi |w(z)| < 1, z € U, astfel incat
f(z) = glw(2)], z € U.

Teorema 1.5.1. [73], [64] Fie f,g € H(U) si sa presupunem cd g este univalentd
in U. Atunci f < g daca si numai daca f(0) = ¢g(0) st f(U) C g(U).



1.6 Metoda subordonarilor diferentiale. Forma
generala
In lucririle [44] si [45], S.S. Miller si P.T. Mocanu au inaugurat teoria subor-
donarilor diferentiale, care a fost ulterior dezvoltata in multe alte lucrari.
Definitia 1.6.1. [6//
1. Fie : C¥xU — C, si fie functia h univalentd in U. Dacd functia p € H|a,n]
verifica subordonarea diferentiala

(1.1) U(p(2), 20/ (2), %" (2); 2) < h(2), z €U

atunci functia p se numeste (a,n) solutie a subordonarii diferentiale (1.1), sau,
pe scurt, solutie a subordonarii diferentiale (1.1).

2. Subordonarea (1.1) se numeste subordonare diferentiala de ordinul doi, iar
functia q univalenta in U, se numeste (a,n) dominantd a solutiilor subor-
donarii diferentiale (1.1), sau mai simplu, dominantd a subordondrii diferentiale
(1.1), daca p(z) < q(z) oricare ar fi functia p care satisface (1.1).

3. O dominanta q astfel incat §(z) < q(z) oricare ar fi dominanta q pentru (1.1)
se numeste cea mai bund (a,n) dominanta, sau pe scurt, cea mai buna domi-
nantd a subordonarii diferentiale (1.1).

1.7 Clasa functiilor admisibile. Teoreme funda-
mentale

Definitia 1.7.1. [64] Vom nota cu Q multimea functiilor q care sunt olomorfe si
injective pe U \ E(q), unde

Blg) = {CEﬁUrliEéQ(Z) =oo},

st in plus ¢'(¢) # 0 pentru ¢ € OU \ E(q).
Multimea E(q) se numeste multime de exceptie.

Definitia 1.7.2. [/5], [46], [64] Fie Q C C, fie functia ¢ € Q sin € N, n> 1. Vom
nota cu V,[Q, q] clasa functiilor ¢ : C* x U — C care satisfac conditia

(A) (r, s, t;2) € Q  atunci cand

r=q(C), s =m¢q(C), Re E * 1] = mite [qu,’é(f))

unde ze€ U, (€dU\ E(q), m > n.

Multimea V[0, q] se numeste clasa functiilor admisibile, iar conditia (A) se numeste
conditie de admisibilitate.

+1].



Teorema 1.7.1. [47], [64] Fiey € V,[Q, q] unde ¢(0) = a. Daca functiap € H[a,n
verifica conditia
V(p(2), 2p'(2), 22" (2);2) €Q, z € U,

atunci p(z) < q(z).
1.8 Doua subclase de functii speciale

Rezultatele prezentate in acest paragraf sunt originale si sunt publicate in [89].
Pentru inceput vom prezenta o subclasa de functii stelate.

Definitia 1.8.1. [89] Fie a« > 0 si f € A astfel incat

[N, ., )
= 70

Spunem ca functia f este in clasa N, daca functia F : U — C data de expresia

7o)

#0,zeU.

F(z) = zf'(2) <a +

este stelata in U.
Teorema 1.8.1. [89] Pentru orice o > 0 avem N, C S*.

In continuare vom prezenta o subclasi de functii convexe de ordin a.
Definitia 1.8.2. [89] Fiea € [0,1) si f € A cu

FEIC) /(2
A

Spunem ca functia f este in clasa N(«) daca functia F: U — C data de

7).

#0,zeU.

F(2) = 2f'(2) (1 +

este stelata de ordin «.

Teorema 1.8.2. [89] Pentru o € [0,1) avem N(«a) C K(«).

1.9 Teorema ”Open Door”; ordinul de stelaritate
al clasei I3,(S*(a))

Pentru inceput vom defini functia ”Open Door” de care vom avea nevoie in
continuare.
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Definitia 1.9.1. [64] Fie numarul c € C cu Rec > 0 si n € N*. Definim

2R
(1.2) G, = Clc) = % [|c| 1+ Imc}.
y . . . Lo . 2C, 2 ,
Daca functia univalenta R este definita prin relatia R(z) = T2 atunci vom
-z

nota cu R.,, functia ”"Open Door” definita prin relafia

B z4+bY\ (z +b)(1 + bz)
Rc,n(Z) _R<1—|—l_)2;> _ZOn(1+l_?Z)2—(Z+b)27
unde b = R7(c).

Teorema 1.9.1. [64], [48], [49] (teorema ” Open Door” sau teorema de existenta
a integralei) Fie ¢, € H[1,n| cu ¢(2)p(z) # 0, z € U. Fie o, 3,7,6 € C astfel
incit B #0,a+6 =0+~ si Re(a+0) > 0. Fie functia f € A,, si presupunem ca
), 200)
) o)

Daca F = Ii’g’%(;(f) este definita prin relatia

P(2) =«

+ 5 < Ra+6,n(z)~

B+
27¢(z)

(1.3) F(z) = { /0 fo‘(t)td_lgo(t)dt} " =24+ App 2" 4

F
atunci F' € A, ﬁ #0,zeU, s
z

2F'(2)  z2¢'(z)
(1.4) Re [ﬁ FC2) + o)

(Puterile din (1.3) sunt considerate in determinarea principald).

+v1 >0,zeU.

Fie I3, operatorul definit prin relatia

(15) (N6 = |52 [ pea g

Definitia 1.9.2. [64] Fie § > 0 siyv € R cu f+ v > 0. Pentru un numar dat
a € —%, 1) vom defini ordinul de stelaritate al clasei I5.,(S*()) ca fiind cel mai
mare numdr 0 = 0(c; 3,7) astfel incat I5.(S*(a)) C S*(9).

Ordinul de stelaritate al clasei Ig,(S*(cv)) a fost determinat in 1981 de P.T.
Mocanu, D. Ripeanu si I. Serb in [65] iar acest rezultat va fi prezentat in continuare.

11



Teorema 1.9.2. [65], [64] (teorema asupra ordinului de stelaritate al clasei
I3.,(S*(a))) Fie > 0,8+~ > 0 si fie Iz, operatorul integral defint de relatia

Daca o € {—%, 1) atunci ordinul de stelaritate al clasei I5,(S*(a)) este

d(a; B,7v) = inf{Req(z) : z € U},

unde

_;_Z ] - 1(1_’2)25(1&) B+y—1
(1.6) q(z) = 300 7 st Q(z) = /0 T t dt.

In plus, dacd o € (g, 1), unde

%:max{m _1}
28 3

sig=1I5,(f) cu f € S*(), atunci

29G) S :%

V+B .
2£1(1,26(1 — ),y + 1+ 5; 725) ’

pentru |z| <r <1 gi

| o1 Y+ 58 _
6(a; 8,7) = q( 1>*5 LF1(1,25(1—04),7+1+B;%) 71’

unde functia q este data de relatia (1.6) si 2Fy(a,b,c; 2) este functia hipergeometrica
de ordinul doi.
Functia extremalad este g = Ig,(k), unde k(z) = z(1 — z)Ha=1),

12



Capitolul 2

Subordonari si superordonari
diferentiale de tip Briot-Bouquet

Acest capitol contine notiuni si rezultate clasice pentru subordonarile si super-
ordonarile diferentiale Briot-Bouquet.

2.1 Definitii si notatii

Definitia 2.1.1. [6//

1. Printr-un operator diferential de tip Briot-Bouquet intelegem un operator de
forma

O(p(z),2p/(2)), unde ®(r,s)=r+

pr—+~

2. Fie functia h € H,(U) si fie functia p € H(U) cu proprietatea p(0) = h(0).
Printr-o subordonare diferentiala de tip Briot-Bouquet intelegem o subordonare
diferentiala de forma

2P/ (2)
p(z) + ———— < h(2).
&% B vy <M
2.2 Dominante ale subordonarii diferentiale Briot-

Bouquet

Teorema 2.2.1. [51], [64] Fie 3,y € C, 8 # 0 si fie h o functie convezxa in U cu
h(0) = a si n € N*. Presupunem ca ecuatia diferentiald Briot-Bouquet

neg(z) o )
(2.1) 1) + Gty =h(z), [a(0) = h(0) =

are o solutie univalenta g € H(U) care verifica q(z) < h(z).

13



Daca p € Hla,n|, atunci

2p/(2)
Bp(z) +7

iar functia q este cea mai bunda (a,n) dominantd a subordonarii de mai sus, functia
extremald fiind p(z) = q(2").

p(2) + < h(z) = p(z) < q(2)

Teorema 2.2.2. [51], [6}] Fie 3, v € C, 3 # 0 si fie h o functie convexd in U astfel
tncat
Re[Bh(z) +7] >0, z € U.
Daca ecuatia diferentiala Briot-Bouquet
nzq'(z)
q9z2)+ =———=~"~(2), [q0)=h(0)=ua
(2) a0 1 7 (2), [a(0) = h(0) = a]
are o solutie univalenta q € H,(U), atunci are loc implicalia
zp'(2)
Op(z) +

iar functia q este cea mai bund (a,n) dominantd a subordonarii.

p(z) + < h(z) = p(z) < q(2)

2.3 Solutii univalente ale ecuatiei diferentiale Briot-
Bouquet

Teorema 2.3.1. [51], [64] Fie 3,y € C i fie functia convexd h care verifica
Re[Bh(z) +~] >0, z € U.

Fie q,, si qi. solutiile univalente ale ecuatiei diferentiale Briot-Bouquet

nzq(z) _ _
W)+ 5 oy, =) a(0) = k(0]

pentru n = m, respectivn = k. )
Daca m|k (m divide k), atunci qz(z) < ¢m(z) < h(2). In particular, qi(z) <
¢1(2) < h(z).

Teorema 2.3.2. [51], [64] Fie B,y € C, B # 0 si fie functia h € H(U) cu h(0) =a
astfel incat Rec > 0, unde ¢ = a + ~. Daca

Bh(z) +7 < Ren(z),

atunci solutia q a ecuatier diferentiale Briot-Bouquet

neg(s)
2 () + orh = h(z),
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cu q(0) = a, este analitica in U si verifica relatia Re [Bq(z) +~] > 0, z € U.
Daca a # 0, atunci solutia ecuatiei de mai sus este

i) =352 [Cateia] -

S 04

unde -y
H(z) = zexp/ udt.
0 at

2l
6

Daca a = 0, atunci solulia ecuatier de mai sus este

o) =) |2 [C o s
[ [] o] -

N IO
H(z)—zexp7/0 " dt.

7
g

Y

I

unde

2.4 Teoria generala a superordonarilor diferentiale

Mentionam ca rezultatele prezentate in continuare au fost publicate pentru
prima data de catre S.S. Miller gi P.T. Mocanu in 2003 in [53].

Definitia 2.4.1. [16/, [53]

1. Fie ¢ : C* x U — C si fie functia h analiticd in U. Dacd functiile p
si p(p(2),2p'(2), 2%p"(2); 2) sunt univalente in U si verificd superordonarea

diferentiala (de ordinul doi)
(2.4) h(z) < ¢(p(2), 20/ (), 2°p"(2); 2)
atunci functia p se numeste solutie a superordonarii diferentiale (2.4).

2. O functie q analitica in U, se numeste subordonanta a solutiilor superordonarii
diferentiale (2.4), sau mai simplu, subordonantd, daca q < p oricare ar fi
functia p care satisface (2.4).

3. O subordonanta q univalenta si care satisface ¢ < § pentru orice subordonanta q
a superordonarii (2.4) se numeste cea mai bund subordonantd a superordondarii
diferentiale (2.4). Facem observatia ca cea mai buna subordonantd este unica
abstractie facand de o rotatie in U.
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Definitia 2.4.2. [16], [53] Fie Q C C si ¢ € Hla,n|. Clasa functiilor admisibile
®,[Q, q] este constituitd din acele functii ¢ : C3 x U — C care satisfac conditia de
admasibilitate:

(2.5) o(r,s,t;¢) € Q  atunci cand

2.

unde ¢ € OU, z € U si m > n > 1. Pentrun = 1 vom nota ®1[Q, q] cu [, ql.

! t 1
r:q(z),:s:zq(Z),Re——i-lg—Re [
m s m

Daci ¢ : C? x U — C, atunci conditia de admisibilitate (2.5) se reduce la

@ (Q(2)7 #K) € Q,

unde z € U, € OU sim >n > 1.
Urmatoarea teorema prezinta un rezultat ”cheie” in teoria superordonarilor di-
ferentiale de ordinul intai si doi.

Teorema 2.4.1. [16], [53] Fie Q@ C C, q € Hla,n| si fie ¢ € ©,[Q,¢q]. Daca
p € Q(a) st p(p(2),2p'(2), 2%p"(2); 2) este univalentd in U, atunci

Q C{op(2), 20 (), 2°p"(2); 2) : 2 € U}

implica q(z) < p(z).

2.5 Superordonari diferentiale de tip Briot-Bouquet

Fie g,v € C, O, Ay Cc C,sip € H(U). In acest paragraf ne vom ocupa de
implicatii de forma:
2p/(2)

Qlc{p(z)+W:ZGU}:>A1Cp(U),

si vom Incerca sa determinam cea mai larga multime A; C C pentru care are loc
implicatia data mai sus.

Daca €y, A; C C sunt domenii simplu conexe diferite de C, atunci putem rescrie
implicatia de mai sus in termeni de superordonari astfel:

zp'(2)
T =)+

Partea din stanga a implicatiei (2.6) se numeste superordonare diferentiala de tip
Briot-Bouquet.

(2.6) hi(z) < p(2) = q1(2) < p(2).
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Corolarul 2.5.1. [16], [54] Fie 3,7y € C, h o functie convezxa in U cu h(0) = a.
Presupunem ca ecuatia diferentiala

42 0
a(z) + Ba(z)+~ ()

are o solutie univalenta q care satisface q(0) = a $i q(z) < h(z).

/
Daca p € Hla, 1] N Q si presupunem ca funclia p(z) + L(z) este univalenta in
Bp(2) + 7
U, atunci
zp'(2)
h(z) < p(2) + =———— = q(2) < p(2).
(2) < p(z) (s + 7 (2) < p(2)

Functia g este cea mai buna subordonanta.

Corolarul 2.5.2. [16], [54] Fieh € H(U) cuh(0) = a sia, 8 € C cuRe[Ba+v] > 0.

Presupunem ca
(l) ﬁh(z) +7 = R,ﬁ’a—l—v(z)-

Fie q solutia analitica a ecuatier diferentiale Briot-Bouquet

2q'(2)
h(z) =q(z) + ————
() = () Ba(z) +v
st presupunem cda
/
(17) ) este stelata in U.
Ba(z) +v
3 . . 2p'(2) . o .
Daca p € Hla, 1] N Q si functia p(z) + ———— este univalentda in U, atunci
Op(z) +
zp'(2)

h(z) < p(2) + = q(2) < p(2).

Bp(z) + v

Functia q este cea mai buna subordonanta.
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Capitolul 3

Operatori integrali pe subclase
speciale ale clasei X a functiilor
meromorfe

Acest capitol este dedicat studiului functiilor meromorfe cu unicul pol simplu
z = 0 ¢i are In structura sa 5 paragrafe. In paragraful 3.1 sunt prezentate conditiile de
stelaritate si de convexitate pentru aceste functii iar in paragraful 3.2 sunt enuntate
cateva rezultate referitoare la proprietatile de stelaritate ale unui binecunoscut ope-
rator integral.

Ultimele 3 paragrafe ale acestui capitol contin in intregime rezultate originale
care sunt publicate In [90] si [92].

Astfel, in paragraful 3.3 sunt definite clasa functiilor invers-stelate si clasa functii-
lor invers-convexe si sunt date teoreme de caracterizare, dualitate si deformare refe-
ritoare la aceste clase. In paragraful 3.4 este definita clasa functiilor aproape invers-
convexe si sunt enuntate si demonstrate doua teoreme care pun in legatura clasa
nou definita cu clasa functiilor invers-convexe. In paragraful 3.5 este definit un
operator integral, notat cu Jigf% 5 51 sunt prezentate cateva propritati de baza refe-
ritoare la acest operator. De asemenea, sunt puse in evidenta si cateva proprietati
de stelaritate pentru operatorul particular J éévw notat mai simplu cu Jg 5.

3.1 Conditii de stelaritate si convexitate pentru
functii meromorfe

Fie functia

(3.1) @(():C+a0+%+~-+%+m,CGU‘,

o functie meromorfa in U™, cu unicul pol simplu ( = oco. Vom nota, ca de obicei,
multimea F(p) = C\ p(U7), unde U~ ={( € C, : [(| > 1}.
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Definitia 3.1.1. [64] Spunem ca functia ¢ de forma (3.1) este functie stelata in U~
daca ¢ este univalenta in U~ si mulfimea E(p) este stelata in raport cu originea.

Definitia 3.1.2. [64] Vom nota cu ¥* clasa functiilor stelate in exteriorul discului
unitate, adica
¥ ={p € Xy : ¢ este stelata in U™ }.

1

Definitia 3.1.3. [64] Fie functia g(2) = —+ap+aiz+---+a,z"+--+, 0 < |z] < 1,
z )

o functie meromorfa in U. Spunem ca functia g este stelata in U daca functia

1
o(()=g (Z) , C e U™, este stelata in U™ .

Teorema 3.1.1. [6// (teorema de caracterizare analitica a stelaritatii functiilor
meromorfe) Fie g(z) = —+ag+ a1z +---,0 < |z] <1, o functie meromorfa in
z

Ucug(z) #0, 2z € U. Atunci functia g este stelatd in U dacd si numai dacd g este
uniwalenta in U si
/
Re {_zg;(z) >0,zeU.
9(2)

Definitia 3.1.4. [64] Spunem ca functia ¢ de forma (3.1) este functie convexd in
U~ daca ¢ este univalenta in U~ si mulfimea E(p) este convexd.

1

Definitia 3.1.5. Fie functia g(2) = —+ g+ a1z 4+ +a,2" +---, 0 < |2] < 1,
Z .

o functie meromorfa in U. Spunem ca functia g este convexda in U daca functia

o(() = %) , C e U™, este convexa in U™ .

Teorema 3.1.2. [64] (teorema de caracterizare analitica a convexitatii functii-
lor meromorfe) Fie g(z) = -+ ag+az+---, 0 < |z| <1, o functie meromorfa
z

inU cug(z) #0, z € U. Atunci functia g este convexd in U dacd si numai dacd g

este uniwalenta in U g1
/"
Re {— (zg/ (2) +1)] >0,zeU.
9'(2)

3.2 Operatori integrali pe spatii de functii mero-
morfe stelate

In continuare vom nota cu ¥ clasa functiilor meromorfe in discul unitate de
forma

1 .
f(z):;+a0+a1z+---+anz”+---,zEU,

iar cu ¥ multimea functiilor f € ¥ care sunt univalente in U i cu f (2) #£0,z € U.
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Definitia 3.2.1. [6//Pentru un numar o <1 fie

S (a) = {er:Re [—Zféij)} >a,z€ U}

clasa functiilor meromorfe si stelate de ordinul o.

Pentru un numar v € C cu Rey > 0 vom considera operatorul integral
L:¥—=%

definit prin relatia

z 1

(3.2) L) = 2 [ 0fwde = [0z
0 0

Proprietati ale acestui operator integral definit pe diverse subclase de functii mero-

morfe au fost studiate in diverse lucrari dintre care amintim [6], [25], [66], [77], [83],

[84].

Teorema 3.2.1. [64], [66] Fie numerele 0 < o < 1 510 <y < 1. Atunci are loc
LY (a)] C (6), unde

(3.3) ﬁzﬁ(a,v)zi[204—1—274—3—\/[2(7—04)—1—1]24-87

si operatorul I, este definit prin relatia (3.2).

Se verificd usor ca ipotezele din teorema anterioara pot fi extinse daca impunem
conditia F'(2) = I,(f)(z) # 0, z € U, dupa cum urmeaza.

Teorema 3.2.2. [6/], [66] Fie numerele « < 1 giy > 0. Fie functia f € ¥*(«a)
si F''= L,(f), unde operatorul I, este definit prin relatia (5.2) si presupunem ca
F(2)#0, z € U. Atunci F € ¥*((), unde 5 = ((«,~) este dat de relatia (3.3).

3.3 Subclasa functiilor invers-convexe

In continuare vom prezenta o clasa speciala de functii meromorfe, clasa functiilor
invers-convexe, care a fost definita in [92] si vom studia cateva proprietati legate de
aceasta clasa. Rezultatele prezentate in acest paragraf sunt originale si au fost
publicate in [92].

1
Definitia 3.3.1. [92] Fie functia g(z) = —+ oo+ oz +---, 0 <|z] <1, o functie
z

meromorfa in U. Spunem ca functia g este invers-stelata in U dacd existd o functie
f € S* astfel incat f(2)g(z) = 1 pentru orice z € U. Vom nota cu S} clasa acestor
functia.
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Observatia 3.3.1. Se observa imediat, din definitia de mai sus, ca daca g € Sf
atunci g(z) # 0, z € U i g este univalenta in U.

Teorema 3.3.1. (teorema de caracterizare analiticd a invers-stelaritatii
1

functiilor meromorfe normate) Fie g(2) = -+ o+ a1z +---,0< |2/ <1, 0
z

functie meromorfa in U cu g(2) # 0, z € U Atunci functia g este invers-stelata in
U daca si numai daca g este univalenta in U si

/
Re {—L(Z) >0,zeU.
9(2)
Observatia 3.3.2. 1. Din teorema precedenta si Teorema 3.1.1 avem ca functia

g € 5F daca si numai daca g este stelata in U.

2. Considerand functia lui Koebe, K. (z) = S
(1 + 6”2)2
1 1

functia g.(z) = K0 == +2¢" 4+ ¢e*"z € S, 7 € R, (deocarece K, € S*),

prin urmare g, este stelata in U.

, z € U, obtinem ca

Definitia 3.3.2. [92] Fie g : U — C o functie meromorfd in U de forma
a_1 .
g(2) :7+a0+a12+---, zeU.

Spunem cd functia g este invers-convexd in U dacd existd o Junctie convexd f
definita pe U cu f(0) = 0 astfel incat f(z)g(z) =1 pentru orice z € U.

Observatia 3.3.3. 1. Se observd imediat, din definitia de mai sus, cd daca g
este invers-convexa, atunci g(z) # 0, z € U si g este univalenta in U.
2. Daca a_; = 1, atunci functia f din definitia precedenta este si ea normata,
adica functia g(z) = -+ ag + a1z + -+, 0 < |z| < 1, este invers-convexa in
. Z .
U daca exista o functie f € K astfel incat f(z)g(z) = 1 pentru orice z € U.

Vom nota cu K; clasa functiilor meromorfe normate si invers-convexe.

3. Daca g este invers-convexa in U si A € C*, atunci functia meromorfa \g este
de asemenea invers-convexa in U.
Teorema 3.3.2. [92] (teorema de caracterizare analitica a invers-convexitatii
.. , 1
functiilor meromorfe normate) Fie g(z) = - +ap+ vz +---,0< [z] <1, 0
i z
functie meromorfa in U cu g(z) # 0, z € U. Atunci funclia g este invers-convexd
in U daca si numai daca g este uniwalenta in U i
! /
2q9" (2 2q'(z
wo [2676) 20(2)

+1| >0, z¢€ U.
9'(2) 9(2)
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Vom nota cu ¥* clasa functiilor meromorfe normate si stelate in U, adica

S )

iar cu X¢ vom nota clasa functiilor meromorfe normate si convexe in U, adica

e — {gEEO:Re [— (Zj(z) +1>] >0, z¢ U}.

Observatia 3.3.4. [92] 1. Este usor de observat ca functia

:Q,
z=0

este convexa in U §i normata, prin urmare avem cd functia g(z) =

f(z)=log(l+2), z€U, <cu log(1+ z)

1 .
m,ZGU,

apartine clasei K;. Dar

1= log(1+ 2) + 2z
g()  (L+z)log(l+2)’

SNCERDIN

. 1
nu este verificata pentru orice z € U (de exemplu putem lua z = 5) , deci g ¢ X°.
Prin urmare, K; # 3°.

deci inegalitatea

z

2. D tim, cd f(2) = ¢ K,
eoarece stim cd f(z) T oa vom avea
1 1 .
g(z) = =—-+e" ek,
fz) 2

Pe de alta parte este usor de verificat ca g € ¢, deci K; NX¢ # ().
1
3. Daca g € K;, atunci f = — € K C S*(1/2), deci g € ¥*(1/2). Prin urmare
g
K; C ¥*(1/2).

Teorema 3.3.3. [92] (teorema de dualitate intre clasele X si K;)
Fie g : U — C o functie din clasa ¥. Atunci g € K; daca $t numai daca

2
()= - L) 5.
zg'(2)
Teorema 3.3.4. [92] (teorema de deformare pentru clasa K;) Fie g € K.
Atunci avem:

1 1
S <9 <+ 1, 2l =7 e (0,1) (adm
T T

1 .
|g<z>r—m\s1,zeu),

(1—7“)299'(2)\3 (1”)2,\z\=re<0>1>-

r 4+ r2 r—r2

1 .
Pentru |g(z)| estimarile sunt exacte i avem egalitate pentru g(z) = — + €7, 7 € R.
z
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3.4 Subclasa functiilor aproape invers-convexe

In acest paragraf vom prezenta o noua clasa de functii meromorfe in U, numiti
clasa functiilor aproape invers-convexe, care a fost definita in [92], si vom enunta
si demonstra doua teoreme referitoare la aceasta clasa, prima teorema stabilind o
legatura intre notiunile de invers-convexitate gi aproape invers-convexitate. Rezul-
tatele prezentate in acest paragraf sunt originale si au fost publicate in [92].

Definitia 3.4.1. [92] Fie g : U — C o functie meromorfd in U de forma

a_q "
g(z>:7+ao+alz+---+anz 4o

Spunem ca functia g este aproape invers-convexa in U daca exista o functie invers-
convexa v in U astfel incat

Rei//((z)) >0,z€eU.

Vom nota cu C; clasa functiilor meromorfe aproape invers-convexe si normate
definite pe U, adica

/
C; = {g € X : (I € K; astfel incat Re i/((z)) >0,z € U} :
z

Fie a < 1 < 3. Vom considera urmatoarele clase de functii meromorfe:

z2g'(2)

9(2)

Z*(a,ﬁ):{gEZ:a<Re{— ]<ﬂ,zEU},

/
Cip = {g €3 (3w € K; N30, B) astfel incat Re L) = 0, 2 U} .

¥'(2)
, 9 ReX |
Teorema 3.4.1. [92] Fie A € C\ {0} cu ReX > 2|\|%, B = e sig € K; cu
29'(2) . . .
Re |— B <p,zeU (ie. g€ K;N3¥*0,0)). Atunci functia
g(z

ha(z) = g(2) + Azg'(2), z € U,
este aproape invers-converd.

In teorema de mai sus avem nevoie de conditia Re A > 2|\|? deoarece trebuie sa
avem 3 > 1.

Este ugor de observat cd Re A > 2|A|? implica |\| < 1/2, deci teorema precedenta
nu se poate aplica pentru numerele complexe A cu [A\| > 1/2.

Mentionam ca un rezultat similar cu acesta dar referitor la functii analitice in U
a fost dat de B.N. Rahmanov in [74].
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In continuare, pentru v € C cu Rey > 0 vom considera operatorul integral
L, : ¥ — ¥ definit prin

(3.4) L@)e =2 [ vate

Avem urmatoarea teorema relativa la clasele K;, C; si la operatorul Z,.

Revy+1

Teorema 3.4.2. [92] Fiey € C cu Rey > 1 i = 5

Daca I, [K;| C K;, atunci L,[C;.5] C C;.

3.5 Proprietati de stelaritate pentru operatorul
integral Js

Rezultatele cuprinse in acest paragraf sunt originale si sunt publicate in [90].
Pentru &, € H[1,1] cu ®(2)p(z) # 0, z € U, si o, 3,7,0 € C cu f # 0, vom
considera operatorul integral Jj gomé :H C ¥ — X, definit astfel:

Ju.s(9)(z) = u‘;{f) /0 i ga(t)w(t)tﬁ—ldt] ' .

Primul rezultat al acestui paragraf prezinta cateva proprietati de baza pentru ope-
ratorul Jf . considerat mai sus.

Teorema 3.5.1. [90] Fie ®,p € H[1,1] cu ®(2)p(z) #0, 2z € U si o, 3,7,0 € C
cuf#0,a+y=0+09 siRe(y—p)>0. Daca g € ¥ gi

() | 20(2)

+4 < Rg_a71(2),

9(z)  »(2)
atunci .
35 G =Iu06 = | 255 [rwera) e
cuzG(2)#0,z€ U, gi
2G'(z)  29'(z)
Re {B G02) + (2) —l—’y} >0,zel.

Puterile din (3.5) sunt considerate in determinarea principald.

In continuare vom prezenta un caz particular pentru Teorema 3.5.1. Considerand
®=¢p=1 a=0 v =0 sifolosind notatia Jz, in loc de Jé’},,w, din teorema
precedenta avem :
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Corolarul 3.5.1. [90] Fie 3,7y € C cu f#0 si Re(y— ) > 0. Daci g € ¥ i

5§$)+7<R%W@%
atunct
(3.6) G(z) = Js(9)( [7 : . 164 -
cu 2G(2) #£0,z€ U, si
i ] cer

(Puterile din (3.6) sunt considerate in determinarea principald,).

Observatia 3.5.1. 1. Daca definim clasele Kz, ca fiind

- , z29'(2)
Ks, = {g cX: ’y+ﬁ—g<z> =< R,ng(Z)} ,

avem din Corolarul 3.5.1 ca Jg, : Kg, — X cu 2Jg,(g)(2) # 0, z € U, i

2J5,(9)(2)

fe [7 M ROIE)

:|>0,Z€U.

29'(2)
9(2)
Folosind corolarul precedent avem Jj(Ks,) C Kg., deci Js,(Ks,) C Kg.,
unde 3,y € Ccu f#0si Re(y—3) > 0.

f(ﬁﬂz{gGZ:Re {v—i—ﬁ

>O,z€U}.

R . ~
3. Fief<0,y€CcuRey>fsi st < a < 1. Atunci, din Jg(Kg.) C Kz,

deducem Jz,(¥*(a)) C X (%) :

Daca

G(z) = [72;76 /0 ) t'ylgﬁ(t)dt] Cer

. y 2G'(2) e
si presupunem ca p(z) = — Gl2) este analitica in U, avem
z
/ /
(3.7) o)+ 2B 20y

v — Bp(2) 9(2)

In continuare vom determina conditii asupra numerelor complexe «, (3,7, d astfel
incat sa avem

Js(9) € X¥(a,0)
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atunci cand g € ¥*(a, ).
Reamintim ca operatorul integral Js , este definit prin relatia (3.6) iar prin clasa
¥*(a, d) intelegem:

S (a, §) = {g €Y :a<Re [—ngij)] <4 ze U}.

Mentionam ca rezultate similare celor care urmeaza, aplicate insa pentru operatorul
Ji~, pot fi gasite si in [1].

Teorema 3.5.2. [90] Fie 3 >0,7€C i 0<a<1<d< ReV.

g
Daca g € ¥*(«, §), atunci G = Jz,(g) € ¥*(a, 9).

Considerand 3 = 1 in teorema precedenta, obtinem:

Corolarul 3.5.2. [90] Fiey € C $i0 <a <1< <Revy. Dacd g € ¥*(«,6) i

G(2) = S (g)(z) = 1= / (),

Y

atunci G € ¥*(a, 6).

R
Teorema 3.5.3. [90] Fie 3 <0, v € C si —
Daca g € ¥*(«, 6), atunci G = Jz,(g) € ¥*(a, 9).

<a<l1l<)d.

Observatia 3.5.2. Daca se considera ca 6 — oo In teorema precedenta, obtinem

e
ca pentru § < 0,v€ CcuRey>gsi 7§04<1,awem

gE€X(a)=G=Jz,(9) € (a).

Definitia 3.5.1. Fie f < 0 st v € C cu Rey > B. Pentru un numar dat

a € {@,1), vom defini ordinul de stelaritate al clasei Jg,(X*(v)) ca fiind cel

B

mai mare numar = pu(c; B,7y) care satisface Jg(X*(v)) C X*().

Teorema 3.5.4. [90]/ (ordinul de stelaritate al clasei Jg,(X*(«)))
Fie 3 <0, v—=p8 >0 si Jg operatorul integral definit in (3.6). Dacd o € [, 1),
B+y+1«y
28 P
(@:8.7) =
a;0,7) = ——
8 E

unde oy = max{ } , atunci ordinul de stelaritate al clasei Jg(X*(a))

este
{ v—0
2Fi(1,28(a — 1),y +1—05;1)

unde o F| reprezinta functia hipergeometrica.

=71
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In continuare vom determina conditii pentru a, 3, v si 8 = 0 (o, B, 7) astfel incat
Joy (X () N Kpy) CX7(6).

Teorema 3.5.5. [90] Fie0 <a <1 0<f<~y. Vom nota

2/27(a—12+a—a—1

51(057’7) - 2(0[ N 1)2 )
2 2 1-— 142a6 —2v)2+8(y —
Su(anfy) = 282+ 1- Zﬁaﬁ )2+ 80— 0)
2 2 1-— 14 2a8 —206)2+8(6 —
R e
Daca ~ > % si B < Bi(e,y), atunci Jg (3" () N Kg) C X5 (01(a, 5,7)).
1
Daca v < % sau { ;i% (0.) , atunci Jg (X*(a) N Kg5) C X*(6(a, 8,7)), unde
Z Pi\a, 7y

5(0[, ﬁv ’Y) = min{51<aa ﬁ) ’7)a 52(0./, ﬁ: ’7)}
Operatorul Jg., este definit prin (3.6).

Se observa ca daca se considera in teorema precedenta zJ, 5(g)(z) # 0, z € U,
avem:

Teorema 3.5.6. [90] Fie0 < a <1,0< (<7, g€ X%a) si G(z) = Jas(g9)(2).
Presupunem ca zG(z) # 0, z € U, si consideram:

2/27(a—12+a—a—1

Sila,y) = o — 1) ;
Si(afy) = 2Bt +1-V(Q Z;aﬁ—%)uﬁé(v—ﬁ)’
y(r, B.7) = 200 +28+1—4/(1 Z;aﬂ_zﬁ)“&ﬁ_w‘
Dacd v > é si B < Bi(a,), atunci G € X*(8y(av, B,7)).
Daci < sau { 7> é . atunci G € S*(5(a, 8,7)), unde
8 B> Bi(a.)

S, B,7y) = min{d (e, 5,7), 02(cv, 5,7)}.

Rezultate similare ultimelor doua teoreme pot fi gasite i in [66] si [79)].
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Capitolul 4

Operatori integrali pe clasa Yy a
functiilor meromorfe multivalente

Acest capitol este dedicat studiului functiilor meromorfe multivalente si contine
in intregime rezultate originale care sunt publicate in [91] si in [93].

In paragraful 4.1 este definit un operator integral, notat cu Jq?(’;’jﬁma, si este
prezentata o teorema de existenta referitoare la acest operator iar in paragrafele
4.2 gi 4.3 sunt studiate proprietatile de conservare ale unor noi subclase, in urma
aplicarii operatorilor particulari J, g, §i Jp+-

In paragraful 4.4 se considera o transformare multiplicativd, notata J;',, si se de-
finegte o subclasa de functii meromorfe (multivalente) folosind aceasta transformare
si conditia de la stelaritate, dupa care sunt studiate proprietatile de conservare ale
acestel subclase in urma aplicarii operatorului integral J, .

P,
4.1 Operatorul Jp7a7ﬁ’7’5

Rezultatele cuprinse in acest paragraf sunt originale gi sunt publicate in [91].
Pentru p € N* vom nota cu Y, clasa functiilor meromorfe in U de forma

a_ .
9(2) = —F+atazt a2 €U 0, £0.

Fiepe N*, &, p € H[1,p| cu ®(2)¢(2) #0, z€ U, o, 3,7, 0 € Ccu S #0si g € %,.
Consideram operatorul integral

J;:jﬁ,'y,é(g)(z) = [% i ga(t)go(t)té_ldt] ’ ,

unde puterile sunt considerate in determinarea principala.
Prima teorema a acestui paragraf prezinta cateva proprietati de baza ale opera-
torului considerat mai sus.

Teorema 4.1.1. [91] Fie p € N*, &, o € H[l,p| cu ®(2)p(z) # 0,z € U gi
a,B,7,0 € Ccuf#0,0+ps=rv+pa, Re(y —pB) > 0. Presupunem ca g € ¥,
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verifica subordonarea

26(2) | ()

o) el 0T )

Dacd functia G = J i 576(9) este definita prin

(11) 66 = 206 = | S5 [ s e 0

atunci G € £, cu 2PG(2) #0, z € U, si

2G'(z)  29'(z)
G(z) * d(z2)

Re {ﬁ —|—7}>0,26U.

Puterile din (4.1) sunt considerate in determinarea principald.

Considerand in teorema precedenta oo = 3, v = 9 i folosind notatia J ., In loc

. ; = .
de J, 5 5., . Obtinem urmatorul corolar:

Corolarul 4.1.1. [91] Fie p € N*, &, ¢ € H[l,p] cu ®(2)p(z) # 0,z € U, si
B,ye€C cuf#0 si Re(y—pB) >0. Daca g € £, si

(), 20(2)

oz el T el

atuncy

G(z) = I35, (9)(2) = [V;f’f Ozg%)w(wtﬂdt} “es,

cu 2PG(2) #0, z € U, i

2G'(z)  29'(z)
R >0,z¢eU.
e+ Se e
Considerand ® = ¢ = 1 in Corolarul 4.1.1 si folosind notatia J, s, in loc de
J;’éﬁ, obtinem:

Corolarul 4.1.2. [91] Fiep € N* si 5,7 € C cu 8 # 0 si Re(y — pB) > 0. Daca
gE X, st

zg'(2)
ﬁ g(z) +7 = R’Y—PB,P(Z)v
atunct
G(2) = J,5(9)(2) {7 L L2 1dt] €y,
cu 2PG(2) #0, z € U, i
2G'(2)
Re [ﬁ G02) +~v1 >0,zeU.
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FiepeN*, ,veCcuff#0,9€ X, G=J,5,(9) st P(z) =—
Daca P € H(U), atunci din

1

G(z) = P;—Wpﬁ /0 t”lgﬁ(t)dt} Cieu

obtinem ca
2P'(2) 29'(2)
4.2 P(2)+ ———==— ,z€eU.
- A TR
Considerand in corolarul precedent 3 = 1 si folosind notatia J, 5 in loc de J, 1 -,
avem:

Corolarul 4.1.3. Fiep € N* si v € C cu Rey > p. Fie g € X, care satisface
conditia:

29’ (%)

g(z) + Y = R’Y*Pvp(z)'
Atunci ;

_ p _
G(2) = o)) = T2 [ gttt e s,
0
G/

cu 2PG(2) £ 0, z € U, si Re [fy n ZG(S) >0, 2€eU.
Teorema 4.1.2. [91] Fiep € N* i A € C cu ReX > p. Dacd g € %¥,, atunci

A—p [7 _
Joa(9) € By, unde JpA(9)(z) = o / g(t)t’\ Ldt.
0

Observatia 4.1.1. Fiep e N, A€ CcuReA >psi¥,0={g €%, :a_, =1}
Este ugor de observat ca din teorema precedenta avem J,,(g) € X, atunci cand
g € Zp,O-

4.2 Operatorul J, 5, aplicat clasei ¥;(«;, 9)

Rezultatele cuprinse in acest paragraf sunt originale si sunt publicate in [91].
Fiep e N*gi a,0 € R cu aw < p < §. Se considera clasele:

2 () = {g €3, : Re {—Zjég)} Sa,ze U},

2g'(z
Z;(a,é):{geﬁp:a<Re[— g1 )] <5,ZEU}.
9(z)
Se observii ci X% (a) este clasa functiilor meromorfe in U, stelate de ordinul a,
si este binecunoscut faptul ca pentru 0 < a < 1 aceste functii sunt univalente.
In continuare vom enunta gi demonstra doua leme care vor fi utilizate la demon-
strarea unor rezultate din cadrul acestui capitol.
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Lema 4.2.1. [91] Fien € N*, a,f € Rgiy € C cuRey > af. Daca P € H[P(0),n]
cu P(0) € R ¢i P(0) > «, atunci avem implicatia

z2P'(2)
v — BP(z)

Lema 4.2.2. [91] Fien € N*, 5,0 e Rgiy € C cuRey > 3. Daca P € H[P(0),n]
cu P(0) € R ¢i P(0) <6, atunci avem implicatia

Re [P(z)+ } >a=ReP(z) >a, zeU.

z2P'(2)

Re [P(z) + —’y ~3P(2)

}<6:>ReP(z)<5,z€U.

In continuare vom determina conditii asupra numerelor «, 3,7, d astfel incat sa
avem J,5,(9) € Xr(a,d) atunci cand g € ¥r(«a,d), unde J, 5, este operatorul
integral dat de relatia

(13) Bt = |72 [ ﬂ-ldt]

Re7

Teorema 4.2.1. [91] Fiepe N*, 3>0,y€Csia<p<d < — 3

Daca g € ¥¥(a,0), atunci G = Jp5,(g) € X;(a,9).

Considerand 3 = 1 in teorema precedenta si folosind notatia J, , in loc de J,, 1 -,
obtinem:

Corolarul 4.2.1. [91] Fiep € N*, y € C sia <p < < Revy. Daca g € ¥;(a,9),
atunci

G = Jp,v(g) € E;(aa(s)?

unde J,~(9)(2) = 1 —p/ " lg(t)dt, z € U.

27 0

Rev<5

Teorema 4.2.2. [91] Fiepe N*, 3>0,v€C sia<p< 7 S

Daca g € ¥(a,0) cu

zg'(2)

p g(z) +7 =< Rv—p@p(z)’

atunci G = Jp5,(g) € Xx(a,9).

Considerand, in teorema precedenta, ca 6 — oo vom obtine urmatorul corolar:

Refy

Corolarul 4.2.2. [91] Fiepe N*, 3> 0,y€eCsia<p < — 3

Daca g € ¥ (a) cu

ﬂZgg(S) + 9 < Ry—ppp(2),

atunci G = Jp, 5(g) € Xy(a).
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Facem observatia ca putem avea un rezultat asemanator cu cel din Corolarul 4.2.2
zg'(2)

9(2)
. 5 Re~y » .
Teorema 4.2.3. [91] Fiep € N*, 3 > 0,7 € C, a < p < 5 g € ¥i(a) si

G = JppA(9). Daca G € X, cu 2PG(z) # 0, 2 € U, atunci G € ¥5(a).

dar in care sa renuntam la conditia +v < Ry_,p,(2), dupa cum urmeaza:

Stiind din Teorema 4.1.2 ca pentru p € N* gi v € C cu Rey > p avem
Jp~(g) € 2y, cand g € X, obtinem din teorema precedenta, considerand f = 1,
urmatorul corolar:

Corolarul 4.2.3. [91] Fiep e N*, v € C gsi « < p < Re~.
Daca g € X5 (a) cu 2 Jp,(9)(2) # 0, 2 € U, atunci G = Jp,(g) € X5 (a).

Luand # =1 in Teorema 4.2.2 obtinem:
Corolarul 4.2.4. [91] Fiep e N*, v € C si « < p < Rey < 4.
Dacad g € ¥(a,0), cu
29'(2)
9(2)
atunci G = J,,(g) € X(a,0).

+v <Ry pp(2), z€ U,

R
Teorema 4.2.4. [91] Fiep e N*, 3 <0,v€C si % <a<p<o.
Daca g € ¥¥(a,0), atunci G = Jp5,(g) € X7 (a,9).

Daca luam 6 — oo, In teorema de mai sus, obtinem urmatorul corolar:

R
Corolarul 4.2.5. [91] Fiep e N*, 5 <0, v € C gi T o< p. Atunci

g
g e Xy(a) =G =Jpp,(9) € Ey().

R
Teorema 4.2.5. [91] Fiepe N*, 3 <0,7v€ C gi a < % <p<éd.

Dacad g € ¥(a,0), cu

ﬁzj(z) +7 < RBy—psp(2),

atunci G = Jp5(9) € X5(a,0).

Daca vom considera ca § — oo, In teorema precedenta, obtinem urmatorul
corolar:

R
Corolarul 4.2.6. [91] Fiep e N*, 3 <0,7y€ C si a < % < p.
Daca g € ¥ (a), cu

5299((5) + 7 < Ry—ppp(2),

atunci G = Jp, 5(g) € Xy(a).

32



Putem obtine un rezultat similar celui de mai sus, in care sa renuntam la conditia
/
29'(2)

9(2)

R
Teorema 4.2.6. [91] Fiep e N*, 3 < 0,7 € C, a < % <psigé€Xi(a). Fie
G = Jpp~(9). Daca G €5, 51 2PG(2) #0, z € U, atunci G € ().

+7v < Ry_,3,(2), dupa cum urmeaza:

4.3 Operatorul J,, aplicat clasei £K,(a, ) si clasei
ECp,O(&a 5; (10)

Rezultatele cuprinse in acest paragraf sunt originale si sunt publicate in [91].
Fie p € N* 51 ;0 € R. Se considera urmatoarele clase de functii meromorfe:

"
YK, (o) = {g €, Re {1—1— Z‘q/((?)} < —a, z € U}, a < p,
J'(z
EKP’O(OJ) = ZKP<OZ) N pr,
YK, (a,0) = {g €X,:a<Re {—1
ZKP’()(OJ, (5) == EKP(Oé, 5) N Zp,(])
/
YCpo(a, d5¢0) = {g €X,0:a<Re [g/((z))] <9,z € U}, unde a <1 <p<d si
o (z

NS Zvao(a,é). )

Se observa ca L K;(a) N X este clasa functiilor meromorfe (in U) normate si
convexe de ordin a.

Daca ¢ € YK;(0) N Xy, atunci o functie din clasa ¥C¢(0,0;¢) este functie
meromorfa aproape convexa in raport cu functia convexa .

Fie v € C cu Rey > p. Consideram operatorul integral J, ., definit pe clasa ¥,
astfel

B zg”(z)

p }<5,z€U},a<p<5,
9'(z)

_p z _
Joa(g)(z) =2 / fg(t)dt, g € 5,

z

Este usor de observat ca daca g € ¥, este de forma

_ 4 ok '
g(z) = p” —|—Zakz , zeU,
k=0
atunci .
_ @ YD k ’

In plus, Jor(29'(2)) = 2[4 (9)(2)], 2 € U.

Teorema 4.3.1. [91] Fiep e N*, v € C cu Rey>p sia <p < d < Rer.
Daci g € XKy(a,9) si 2" ) _(9)(2) # 0, z € U, atunci

Jpy(9) € ZKp(a, 6).
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Se observa din demonstratia teoremei anterioare ca avem si urmatorul rezultat:

Teorema 4.3.2. [91] Fiep € N*, a € R siyv € C cu o < p < Revy. Daca
g € LK) si 2PN (g9)(2) #0, z € U, atunci

Jpr(9) € BK,(a).

Teorema 4.3.3. [91] Fiepe N*, 7€ C cuRey >psia<1<p<d<Rer. Fie
p e XK, o(a,6) si g € XCpo(a,d; ) astfel incat zp“J]’M(gp)(z) #0, z € U, atunci

Jpr(9) € BCpo(a, 0; D),
unde ® = J, ().

Mentionam ca in capitolul urmator apar doua rezultate care generalizeaza Teo-
rema 4.3.1, respectiv Teorema 4.3.3, insa teoremele din capitolul urmator nu uti-
lizeaza conditia 2P*'.J) _(g)(z) # 0, z € U, respectiv 2P*1.J) _(p)(2) # 0, z € U, prin
urmare Teorema 4.3.1 si Teorema 4.3.3 pot fi imbunatatite astfel:

Teorema 4.3.4. Fiepe N*, y € C cu Rey>p sia <p<d < Rer.
Daca g € XK, (o, 0), atunci

Jp~(9) € Kp(a,0).

Teorema 4.3.5. Fiep e N*. v € CcuRey>psia<1<p<d<Revy. Fie
v € XK, o(a,0) si g € XCpo(a,d; ), atunci

Jpa(9) € XCpo(a, 6; D),
unde © = J, ().

Mentionam ca Teorema 4.3.4 si Teorema 4.3.5 nu sunt publicate pana in prezent.

4.4 Subclase ale clasei ¥, definite cu ajutorul unei
transformari multiplicative

Rezultatele cuprinse in acest paragraf sunt originale gi sunt publicate in [93].
Fien €Z,p € N*gi A € C cu Re A > p. Consideram operatorul Jj', pe ¥, astfel:

n _ap — [ A -p\" k _ap - k
ng(z) T + ; (m) agz”, unde g(z) = 73 + ;akz .

Mentionam ca operatorul de mai sus poate fi gasit si in [5]. Avem urmatoarele
proprietati pentru operatorul considerat mai sus:

A
2d'(2) + ——g(2), g € %,

-1 .
L. J\g(z) = P

A—p
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2. J\9(2) = g(2), g €5y,

A—=p
Z)‘

3. J1g() = léﬁﬂwwz@xwagea,

4. Dacd g € ¥, cu Jj'\g € ¥, atunci J7\(J)'g) = J)\™g, pentru m,n € Z.

Remarca 4.4.1. [93] Fie p € N* si A € C cu ReX > p. Stim din [91] ca daca
g € ¥, atunci J,(g9) € X,, prin urmare, din punctul 4, prin folosirea inductiei
obtinem ca

Jy\g € Xy pentru orice n € N*.

Se observa din punctul 1 ca pentru g € 3, avem J )\g € Xp, deci

J,xg € ¥p pentru orice n € N".

In consecintd avem Ji'y : X, — ¥, cand n € Z, p € N, A € C cu Re A > p.

Este usor de verificat ca avem si urmadtoarele proprietati pentru Jj',, cand

ReA>p:
1. J p)\g(z)) = J;fj{mg(z), nmeZ gey,,
2. DY pkg(z)) = Jg?A(‘];'yg<z>>7 n,m S Za g € Ep? Re’y > b,

S\
Jpa
3. Jy, ,\(91 +92)(2) = Jp,\gl( z) + J;L,,\92(Z)a 91,92 € Xp, n € Z,
4. Ji\(eg)(z) = cJ]\g(2), c € C*, n € Z,

(29

5. Jpa(29'(2)) = 2(Jpa9(2)) = (A =p) ;3 g(2) = AJpag(2), n € Z, g € .
Remarca 4.4.2. [93]
1. Daca A =2sip=1, avem
a_ [ee)
Ja9(2) = — 4+ D (k+2)"aps",
k=0

si acest operator a fost studiat de Cho si Kim [17] pentrun € Z si de Uralegaddi
si Somanatha [97] pentru n < 0.

2. Se observa imediat ca

Z2Jﬁ2g(2) = D"(2%g(2)), g € Znp,
unde D" este binecunoscutul operator diferential Saldgean de ordin n [82],

definit prin D" f(2) = z + Zk”akz (2) =2+ Z apz”
k=2
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3. J, este o extindere la clasa functiilor meromorfe a operatorului K, definit pe
A(p) = {f eHWU): f(z) =2+ Zap+nzp+" , care a fost introdus in [87].
n=1

De asemenea, pentru n > 0 avem ca K} este operatorul liniar Komatu, definit
in [35].

4. Observam ca pentru n > 0, J', este operator integral n timp ce .J,- \ este un
operator diferential cu proprietatea ca J,\(J;'\g) = g, g € ).

Inspirati de clasele considerate in paragrafele precedente, precum si de clasele
definite in [86], consideram urmatoarele clase:

Definitia 4.4.1. [93] Pentrup e N*, n € Z, A € C, Re XA > p si o < p < ¢ definim

clasele: )
JTL
—Z( :,)\g(z)) >a,z€Up,
Jp)\g(z)

7 (J;L,AQ(Z))/ .
—J}ZAQ(Z) ] < 0, eU}.

BSy (o) = {g €Y, :Re

BSpa(a,6) = {g €X,:a<Re

Remarca 4.4.3. [93]

L. Avem g € X7, («) daca si numai daca J)'\g € X5(a), respectiv g € 357, (a, d)
daca si numai daca J',g € X7 («, ).

2. Folosind egalitatea z(.J),g(2)) = (A — p)J;f;lg(z) — AJJ,g(2), observam ca
pentru Re A > p conditia

Jn '
a < Re _,z’(y—g(,z)) <6,z€U,
Jp’)\g(z)
este echivalenta cu
J gz
(4.4) Re A — 6 < Re (A—p)f’;j—g” <Rel—a, zel.
Jp,)\g(z)

3. Avem
ngjk(aﬁ) =X (a,0),

%S, A, 8) = {g €y, G(z) = u/ M lg(t)dt € E;(a,d)} .
0

2A

Teorema urméatoare ne da o legatura intre clasele .57 («) si ZS;;l(a), respectiv
intre 357, (v, 9) si ESZ}l(a,ci).
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Teorema 4.4.1. [93] Fiepe N, neZ, A€ CcuReA>p, a<p<dsigel,.
Atunci

g € BSy,(a) & Jpialg) € BSpyHa),
respectiv

g€ ZS;/\(a,d) < Joa(g) € ZS;;l(a,é),

A_ z
unde Jyalg)(z) =22 [0 gt
0

Teorema 4.4.2. [93] Fiep e N, n€ Z,A\,vy€C cuReA>p sia<p<d <Ren.
Atunci
g € S \(a,6) = Jp,(g) € 8BSy, (a,0).

Corolarul 4.4.1. /93] Fien € Z, pe N* A€ C sia < p < § < Re\. Atunci avem
NSy, 6) C 25;?1(04,5).

Teorema 4.4.3. [93] Fien € Z, pe N* A,y € C cu ReA > p gi « < p < Rey < 4.
Daca g € X))\ (a, 6) si satisface conditia

/

2 [ Jpal9)(2)]
a1 < Bypp(2);
Jpa(9)(2) o
atunci J,(g) € BSy,(a,0).
Daca se considera in Teorema 4.4.3 ca 6 — oo se obtine:

Teorema 4.4.4. [95] Fien € Z,p € N* Ay € C cu ReA > p si a < p < Ren.
Daca g € XSy () si satisface conditia
2 [T (9) ()]
— i T = Rypp(2),
Jpa(9)(z) T

atunci J,~(g) € L), (a).

Teorema 4.4.5. [93] Fien € N,p € N A,y € C sia < p < Rey < Rel <.
Daca h € ¥.5)\(a,0) si satisface conditia
zh (2)
h(z)

+7 = Rypp(2),

atunci Jp~(h) € X5\ («, ).
Considerand v = A in teorema precedenta, obtinem:

Corolarul 4.4.2. [95] Fien € N, p e N, A€ Csih € ¥S],(,0) cua <p < Re <.
Daca
zh (2)
h(z)

. R,\_pm(z),

atunci Jpx(h) € XS\ (a,0).
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Daca vom considera n = 0 in Corolarul 4.4.2 avem:

Corolarul 4.4.3. [93] Fiep e N, A\ € C sia <p < ReA <. Daca h € ¥;(a,6)
cu

zh (2)
h(z)

+ A< Ry_pp(2),
atunci Jy\(h) € X5 (a, 6).
Daca in Corolarul 4.4.3 consideram 0 — oo avem:
Corolarul 4.4.4. [93] Fiep e N*, A€ C sia <p <Re\. Daca h € ¥3(a) cu

zh (2)
h(z)

+ A=< RA*PJ?(Z)v

atunci Jy\(h) € X5 (a).

Observam ca, Corolarul 4.4.3 si Corolarul 4.4.4 au fost de asemenea obtinute si
in paragraful al doilea al acestui capitol.

Teorema 4.4.6. [93] Fien € Z,p € N, \,y € C cu ReA > p si a < p < Rer.
Daca g € 35Sy, () cu J,,(J)5(9)(2)) # 0, 2 € U, atunci

Iy (9) € ZS;CL,A(O‘)'

Considerand n = 0 i A = 7 in teorema de mai sus, obtinem urmatorul corolar
pe care 1l regasim si in paragraful al doilea al acestui capitol.

Corolarul 4.4.5. [93] Fiep € N*, v € C si a < p < Rey. Daca g € ¥3(a) cu
PIA(9)(2) #0, 2 € U, atunci J,,(g) € T5(a).
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Capitolul 5

Aplicatii ale subordonarilor si
superordonarilor diferentiale de
tip Briot-Bouquet

In acest capitol se definesc noi subclase de functii meromorfe multivalente
folosind subordonarea si superordonarea si se stabilesc conditii suficiente astfel incat
prin aplicarea unuia dintre operatorii J, g, sau J,, sa obtinem functii din clase si-
milare celor initiale. Rezultatele prezentate in acest capitol sunt originale si au fost
trimise spre publicare.

5.1 Operatorul J, 3, si clasa ¥.5,(hq, ho)

Rezultatele prezentate in acest paragraf sunt originale gi vor fi publicate in [94].
Primul rezultat este o lema simpla de care vom avea nevoie la prezentarea ulterioara
a unor exemple legate de teoremele incluse in acest capitol.

Lema 5.1.1. [9}] Fie a, 3,y € C cuy #0, a+v#0 si |G| < |y|. Fie h functia

az
h(z) = :
(2) Z+ﬁz+7’Z€U

Daca avem
(5.1) dafy?| < (7] = 16)*|la+7],

atunci h este convexa in U.

Observatia 5.1.1. [94] 1. Este evident cd daca h este o functie convexd in U (cu
R'(0) #0), atunci 61 + d2h(rz) este de asemenea o functie conveza, unde r € (0, 1],
(51,(52 € C cu (52 7£O

2. Daca vom considera in lema de mai sus o = || = 1, atunci conditia (5.1) devine

(5.2) APyl < |y + 1y = D%
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Printr-un calcul relativ usor se observa ca (5.2) are loc pentru orice numdr real
v > 3,2. Cu alte cuvinte, functiile
z z

2+
v+ z Y-z

z+ , 2 €U,
sunt functit convexe cand v > 3,2.
Mentionam ca in [70] autorii au demonstrat cd functia

z

h(z) =1
(&) =142+

,z€eU,

[N . - ¥ . [%
este convexa in U, deci functia z + 5 este $1 ea convexa.
z
In continuare vom defini doua subclase ale clasei X, asociate cu superordonare
si subordonare, astfel incat in anumite cazuri particulare, aceste noi subclase sunt
binecunoscutele clase de functii meromorfe stelate.

Definitia 5.1.1. [94] Fie p € N* §i hy,ho,h € H(U) cu hy(0) = hy(0) = h(0) = p
st hi(z) < ha(2). Definim:

28, (hi, hy) = {g €, hi(z) < —Z;S) < hg(z)} ,

zgﬂn:{gezw—fd@)<m@}.

—2
Se observa ca daca se considera h(z) = hy, o(2) = ZM
—z

cum hy,o(U) = {2z € C: Rez > a}, avem XS5, (hyq) = X5 ().
In teoremele care urmeazd vom stabili conditii suficiente astfel incat prin apli-
carea operatorului integral J,, 5, unei functii care apartine unei clase definite anterior

sa obtinem o functie care apartine unei clase de acelasi tip. Reamintim ca operatorul
integral J, 3, este definit prin relatia

,2eU0< a<np,

-8 [° L
hanle)®) = |22 [ or-al g,

si a fost introdus la paragraful 4.1.

Teorema 5.1.1. [9/] Fiep € N* 5i 5,7 € C cu f # 0 si Re(y —pB) > 0. Fie hy
si he functii conveze in U cu hi(0) = he(0) = p si fie g € XS,(hy, ha) astfel incat

5 49 < Ry,

Presupunem ca ecuatiile diferentiale Briot-Bouquet

2q'(2)

—— = h(z 2 p(z) = hy(2), 2
"Y_QQ(Z)_hl( )? q( )+ h2( )7 EU?

(5-3) q(2) + = B2
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au solutiile univalente qi, respectiv ¢h, cu qi(0) = ¢5(0) =p si qi < hy, ¢h < ho.

. . 29'(2) . . - 2G'(2) :
Fie G = Jp3,(9). Daca este univalenta tn U si € @, atunci
PBW( ) g(z) G(Z)

G € XSy(q1, 85)-

Functiile qi si g5 sunt cea mai bund subordonantd, respectiv cea mai bund (p,p)-
dominanta.

Daca vom considera in ipoteza Teoremei 5.1.1 conditia
Rely = fha(2)] > 0, z € U,

n loc de
zg'(2)
9(2)

B +9 < Ry ppp(2),

obtinem urmatorul rezultat.

Teorema 5.1.2. [9/] Fiep € N* si 5,7 € C cu f # 0 si Re(y —pB) > 0. Fie hy
si hy functii convexe in U cu hy(0) = ho(0) = p, hy < he i

Re[y — Bha(2)] > 0, z € U.

zg'(2)
9(2)

2G'(2)
G(2)

Fieg € ¥S,(h1,he) 5iG = J,5,(9). Daca

atuncy

EQ?

este uniwalenta in U $i

G € ¥S,(q1. 44),

unde q; $i ¢4 sunt solutiile univalente ale ecuatiilor diferentiale Briot-Bouquet

) gy
(54) d2)+ s = (), 2 € U,
respectiv )

pg(z) z), z
(5.5) Q(Z)ij—Tq(z)*hQ( ), z €U,

cu q1(0) = 5(0) = p.
Functiile qi si ¢4 sunt cea mai bund subordonantd, respectiv cea mai bund (p, p)-
dominanta.

Observatia 5.1.2. [9/] Presupunem ca sunt indeplinite conditiile din ipoteza teo-
remei precedente. Dacd, in plus, consideram ci ¢} si g3 sunt solutiile univalente ale
ecuatiilor diferentiale Briot-Bouquet

q(z) + % =hi(z2), z €U,
respectiv )
2q'(2)
Q(Z) + N — ﬂCI(Z) - h?(z)v S U>



cu ¢/ (0) = ¢3(0) = p, avem din demonstratia teoremei de mai sus si din Teorema

2.3.1
2G'(2)

G(z)

Deci G € £5,(q1, ¢5) reprezintd cea mai bund alegere.

ai(z) = ar(z) < - < 4(2) < qa(2).

Considerand pentru Teorema 5.1.1 numai subordonarea obtinem urmatorul rezul-
tat.

Teorema 5.1.3. Fiep € N* i 5,7y € C cu f # 0 gi Re(y —pB) > 0. Fie h o
functie convexa in U cu h(0) = p si g € £.S,(h) astfel incat

ﬂZgg;S) +9 < Ry ppp(2).

Presupunem ca ecuatia diferentiala Briot-Bouquet

pzq'(2)
v — Bq(z)

are solutia univalenta q cu q(0) = p si ¢ < h. Atunci

q(z) + =h(z), z€ U,

G = Jyp4(9) € ESy(q).
Functia q este cea mai buna (p,p)-dominantd.

Teorema 5.1.4. [9)] Fiep e N* i 3,7 € C cu #0 si Re[y — pf] > 0. Fie hy si
ho functii analitice in U cu hi(0) = hy(0) = p, hy < hay §i

(1) v = Bha(2) < Ry ppa(2).

Daca qq si qo sunt solutiile analitice ale ecuatiilor diferentiale Briot-Bouquet

) gy
(56) o2) + s = h(2). 2 € U
respectiv )

P (z = ha(2), 2
(5.7) q(z) + 5= Bals) ha(z2), z € U,

cu q1(0) = ¢2(0) = p st daca

g 2q;(2)
Q v — Bqi(2)

este stelata in U,

2qy(2)

(7i1) hy este convexa sau
7 = Bg2(2)

este stelata,

atunci q1 $i qo sunt univalente in U.
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2g'(2)
9(2)

Mai mult, daca g € XS,(hy,ha) astfel incat

2G'(2)
G(z)

este univalenta in U si

€ Q, unde G = J,5,(g), atunci

G e XS,(q1,q2).

Functiile q1 si qo sunt cea mai bund subordonanta, respectiv cea mai bund (p,p)-
dominanta.

Din Teorema 2.3.2, cum p # 0, obtinem ca solutiile ¢; i ¢» (din teorema prece-
denta) sunt date de:

z -1 r 7 —pB -1
0(z) = 7H(2) [—ﬁ / H;p%w-ldt} +1- [—ﬁ / [ ) tv-ldt] W

| Hi(2) | G
(5.8)

z —z% Oz _—6 ’ g p1 - 1: _—6 I—HQ(tZ)_iﬂ 71 7 7
q@a(z) = l—lz(){p/oﬂ2 (t)t dt} +ﬁ [p/o_Hz(z)_ trdt +5,
(5.9)
unde

“ hi(t) —
Hi(z) :zexp/ Mdt, k=1,2.
0 pt

Daca pentru Teorema 5.1.4 consideram numai subordonarea vom avea urmatorul
rezultat.

Teorema 5.1.5. [9/] Fiep € N* gi 3,7 € C cu 8 # 0 gi Re(y —pB) > 0. Flie
h e HU) cu h(0) = p astfel incadt

(1) v —Bh(z) < Ry—ppp(2).

Daca functia q este solutia analitica a ecuatiei diferentiale Briot-Bouquet

pzq'(2)
q9z) + ————= =h(z), z €U,
)+ g =)
cu q(0) = p, data de (5.9) si daca
. } 2q'(2) )
(19) h este converd sau este stelatd,
7 = Py(2)

atunci q este univalenta in U.
Daca, in plus, g € £.5,(h) st G = Jp54(g), atunci G € £S,(q).
Functia q este cea mai buna (p,p)-dominantd.

Considerand in teorema precedenta ca functia h este convexa obtinem urmatorul
corolar:
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Corolarul 5.1.1. [94] Fiep € N* si 8,y € C cu 8 # 0 §i Re(y — pfB) > 0. Fie
g € £5,(h) cu h convexa in U, h(0) = p. Daca functia h verifica relatia

v = Bh(2) < Ry—ppp(2),

atuncy

G = Jpﬁ,'y(g) € X5,(q),

unde q este solutia univalenta a ecuatier diferentiale Briot-Bouquet

pzq'(2)

W:h(z),zEU,

q(z) +

cu q(0) = p.
Functia q este cea mai buna (p,p)-dominantd.

In continuare vom prezenta o aplicatie a corolarului de mai sus, in cazul § =1
si v € R, pentru o anumita functie h. Vom folosi notatia J,, in loc de J, 1 .
Corolarul 5.1.2. [9/] Fie p € N* siy > p+3 astfel incdt 4p(y—p)* < v(y—p—1)3.
Daca g € £S,(h) cu h(z) =p+ 2z + L, atunci
Y—p—z

G =J,,(9) € S,(p + 2),

2G'(2)
G(z)

adica +p| <1, z € U. Prin urmare,

2G'(2)

G(2)

p—l<Re[— ]<p+1,z€U,

adica G € ¥ (p—1,p+1).

Considerand pentru Corolarul 5.1.1 conditia Re [y — Sh(z)] > 0, z € U, in loc de
v — Bh(z) < Ry_ppp(2), obtinem:

Corolarul 5.1.3. [9/] Fiep € N* i 8,7y € C cu 3 # 0 gi Re(y — pB) > 0. Fie
g € X£S,(h) cu h convexd in U, h(0) = p. Daca

Re[y — Bh(2)] >0,z € U,

atuncy
G = Jp,ﬁ,v(g) € ZSp(q):

unde q este solufia univalenta a ecuatiei diferentiale Briot-Bouquet

pzq'(2)
v — Bq(2)

Functia q este cea mai buna (p,p)-dominantd.

q(z) + =Nh(z), 2 €U, q(0) =p.
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Deoarece pentru Corolarul 5.1.3 avem ¢ < h (a se vedea Teorema 2.3.1) obtinem
urmatorul corolar:

Corolarul 5.1.4. [9/] Fiep € N* si 5,7 € C cu B # 0 gi Re(y — pB) > 0. Fie
g € XS,(h) cu h conveza in U, h(0) = p. Daca

Re[y — Bh(z)] >0, z € U,

atuncy

G = J,s,(g) € £5,(h).

In continuare, folosind Corolarul 5.1.4 pentru o anumita functie h, vom prezenta
un rezultat care apare gi in paragraful 4.2.

-2
Consideram h(z) = h,q(2) = ZM, ze€U,unde p e N* g1 0 < a<p.
-2z

Avem h, ,(U) = {2z € C/Rez > a} si h,(0) = p.
Prin urmare
g € LSy(hpa) & g € Xp(a).

Avem acum urmatorul rezultat:

R
Corolarul 5.1.5. [94] Fiep e N*, 5 <0, v € C gi % < a < p. Atunci

g€ X)) = G = Jpp,(9) € Xylq).

5.2 Operatorul J,, si clasa Y K,(h, ho)

Rezultatele prezentate in aceasta sectiune sunt originale gi vor fi publicate in [95].
In continuare vom defini cateva subclase ale clasei Y, asociate cu superordonare si
subordonare, astfel incat, in anumite cazuri particulare, aceste noi subclase sunt
binecunoscutele clase de functii meromorfe convexe.

Definitia 5.2.1. [95] Fie p € N* si hy,ha,h € H(U) cu h1(0) = ho(0) = h(0) = p
si hi(2) < ha(z). Vom defini:

YK,(hi, he) = {g €Y, hi(z) < — [1 + %} < hQ(z)} :

"
SK,(h) = {g €y, — {1 + Zj,((;))} ~< h(z)} ,
YK, 0(h1,he) = XKp(hy, ho) N X0, XK, 0(h) = XK, (h) N X,0.
Se observa ca pentru functia h(z) = hy,a(2) = JM’ zeU0<a<np,
avem hU)={2z€ C:Rez > a}, deci XK (hpa) = EKPZC(Z;.
In teoremele care urmeaza vom stabili conditii suficiente astfel incat prin apli-
carea operatorului integral J, , unei functii care apartine unei clase definite anterior
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sa obtinem o functie care apartine unei clase de acelasi tip. Reamintim ca operatorul
integral J,,, este definit prin relatia

T—p [7 -

holg)e) = 2E [ gt g e s,
0

si a fost introdus la paragraful 4.1.

Teorema 5.2.1. [95] Fie p € N* siv € C cu Rey > p. Fie hy $i hy functii
conveze in U cu hi(0) = hy(0) = p si g € BK,(ha, he) cu 2771 _(g)(2) #0, z € U.

Presupunem ca ecuatiile diferentiale Briot-Bouquet

(5.10)  q(2) + /IO hi(2), q(z)+ CREBEVONS hao(2), z € U,

7 —a(2) 7= a(2)
au solutiile univalente g, respectiv gy ™, cu gt (0) = ¢4 (0) = p siql < by, &7 < hy.
Fie G = J,(g). Daci "2 este univalentd in U 5i "5 € 0. atunci
ie G = . Daca este univalentd in U gi , atunci
r e ToR)

G eXKy(q1,d5)

Functiile qi si q§+1 sunt cea mai buna subordonanta, respectiv cea mai buna
(p,p+1)-dominanta.

Daca se considera in ipoteza Teoremei 5.2.1 conditia
Rely — hy(2)] > 0, z € U,
in loc de 2P*J) _(g)(2) # 0, z € U, obtinem urmatorul rezultat.

Teorema 5.2.2. [95] Fie p € N* giyv € C cu Rey > p. Fie hy si hy functii convexe
in U cu hi(0) = he(0) =p, hy < hy si fie g € XK,(h, hy). Presupunem ca

Rely — hy(2)] > 0, z € U.

1 G//
Fie G = J,~(g9). Daca zg( ) este univalentd in U si ZG/((Q;
2

p ) € Q, atunci
g'(2)

G € ZKP(QL qg+1)7

unde qi si ng sunt solutiile univalente ale ecuatiilor diferentiale Briot-Bouquet

22
(5.11) Q(Z)+7—q(z) = hi(2), z € U,
respectiv /
(5.12) q(z) + % = hy(z2), z €U,

1
cu ¢i(0) = g5 (0) = p.

FPunctiile qf si qé’“ sunt cea mat buna subordonanta, respectiv cea mai buna
(p,p + 1)-dominanta.
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Observatia 5.2.1. [95] Presupunem ca sunt indeplinite conditiile din ipoteza Teo-
remei 5.2.2. Daca, in plus, vom considera ca qu“ si q3 sunt solutiile univalente ale
ecuatiilor diferentiale Briot-Bouquet

(p+1)2q'(2)

5.13 q(z) + =hi(2), z €U,
(5.13 9+ L) )
respectiv
2¢'(2)
5.14 q(z) + ————= = ho(2), z € U,
(5.14) e S
cu ¢"TH(0) = ¢3(0) = p, avem din teorema precedentd si din Teorema 2.3.1 cd
2G"(2)

&(2) < gl (2) < —1 =< (2) = 3(2).

G'(2)
Deci G € YK, (q}, ¢5™) este cea mai bund alegere.

Daca vom considera pentru Teorema 5.2.1 numai subordonarea vom obtine urmatorul
rezultat.

Teorema 5.2.3. [95] Fie p € N* gi v € C cu Rey > p. Fie h o functie convexa in

U cu h(0) =p sig € BKy(h) cu 2PTT) _(9)(2) #0, z € U. Presupunem cd ecuatia
diferentiala Briot-Bouquet

(p+1)2¢'(2)

(2)+ —————=h(2), z €T,

7 —q(2)

are solutia univalenta q cu q(0) =p si ¢ < h.
Atunci

G = Jps(9) € BK(q).

Functia q este cea mai buna (p,p+1)-dominantd.

Teorema 5.2.4. [95] Fie p € N* gi v € C cu Rey > p. Fie hy,hy € H(U) cu
hi(0) = h2(0) = p, h1 < ha si

(l) Y= hQ(Z) =< R'y_pJ(Z), S U

Daca q1 si qo sunt solutiile analitice ale ecuatiilor diferentiale Briot-Bouquet

(5.15) q(z) + = a(?) =hi(2), z € U,
respectiv ( o (2)

p+1)z¢ (2
(5.16) q(z) + —do) ho(z), z € U,
st daca
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2q5(2)

este stelata,
¥ — q2(2)

(1it) hg este converd sau

atunci q st qa sunt univalente in U.
z
Mai mult, daca g € YK, (hy,he) astfel incat

2G"(2)
G'(2)

este univalenta in U st

€ Q, unde G = J,,(g), atunci

G € EKp(ql, QQ)

Functiile q1 $i qo sunt cea mai bunda subordonantd, respectiv cea mai bund (p,p+1)-
dominanta.

Din Teorema 2.3.2, cum p # 0 si f = —1, obtinem ca solutiile ¢; si ¢» (din
teorema precedenta) sunt date de:

-1

(517) 0 =76 |- [Caraea)

P z -1
(5.18) qﬂ@:zﬁ%g“%@{————/‘Eﬂ“(ﬁwld4 +,
0
unde

“ hy(t) —
Hi(z) :zexp/ Mdt, k=1,2.
0 pt

Daca vom considera numai subordonarea pentru Teorema 5.2.4 vom avea urmatorul
rezultat.

Teorema 5.2.5. [95] Fiep € N*,v € C cu Rey>p, he HU) cu h(0) =p si
(i) v—h(z) < Ry_py(2).

Daca functia q este solutia analitica a ecuatiei diferentiale Briot-Bouquet

(p+1)2q'(2) _ 0y,
Q(2)+7_—(](z>—h( ), z €U,

cu q(0) = p, data de (5.18), si

(i) h este converd sau este stelatd,

atunci q este univalenta in U.
Daca, in plus, g € XK, (h) si G = J,~(g), atunci

G € K, (q).

Functia q este cea mai buna (p,p+1)-dominantd.
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Daca se considera in teorema precedenta ca functia h este convexa se obtine
urmatorul corolar:

Corolarul 5.2.1. [95] Fie p e N*,v € C cu Rey > p si g € XK, (h) cu h convexd
in U. Daca

vy —h(z) < vap,p(z)a
atuncy

G = Jpn(9) € BK,(q),

unde q este solutia univalenta a ecuatiei diferentiale Briot-Bouquet

(p+1)2q'(2) _ oy
Q(Z)+W—h( ),z €U,

cu q(0) = p.
Functia q este cea mai buna (p,p+1)-dominantd.

In continuare vom prezenta o aplicatie a corolarului de mai sus, cand h este o
functie particulara.

Corolarul 5.2.2. [95] Fie p € N* si v > p+ 4 asfel incit 4(p + 1)(y — p)? <
(v+ Dy —p—1°%
(p+1)z

Daca g € XK,(h) cu h(z) =p+ 2+ , atunci
Yy-p—2z

G = Jyy(9) € BKy(p + 2).

Daca vom considera pentru Corolarul 5.2.1 conditia Re[y — h(2)] > 0, z € U, In
loc de v — h(z) < R,_p,(2), obtinem:

Corolarul 5.2.3. [95] Fie p e N*,v € C cu Rey > p si g € XK, (h) cu h convexd
in U. Daca
Re[y—h(z)] >0, z€U,

atuncy

G = Jpﬁ(g) € EKp(Q)a

unde q este solutia univalenta a ecuatier diferentiale Briot-Bouquet

q@%kw+1v¢@>

S =h(z),z€eUl,

cu g(0) = p.
Functia q este cea mai buna (p,p+1)-dominanta.

Cum pentru Corolarul 5.2.3 avem si ¢ < h (a se vedea Teorema 2.3.1) obtinem
urmatorul corolar:
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Corolarul 5.2.4. [95] Fiep € N*,v € C cu Rey > p, g € XK,(h) cu h convexa in
U. Daca
Re[y—h(2)] >0,z €U,

atuncy

G = J,,(9) € ZK,(h).

In continuare vom prezenta doua exemple simple care folosesc corolarul prece-
dent.

Exemplul 5.2.1. Fie functia h(z) = (Rey—p)z+p, z € U, unde p € N*,v € C cu
Revy > p si fie g € XK, (h). Avem h convexd in U si

Re[y—h(z)] >0, z€U,
deci, obtinem din corolarul de mai sus ca
G = Jypy(9) € BKp(h),

care este echivalenta cu

2G"(2)
G'(2)

< (Rey—p)z+p, z €U,

adica G € ¥K,(2p — Rev,Re~).
Urmatorul exemplu este un rezultat care a fost obtinut si in paragraful 4.4.

Exemplul 5.2.2. Fiep € N*, v € C cu Rey >p st a < p < 6 < Rew. Daca
g € XK,(a,9), atunci
Jp~(9) € Kp(a,0).

5.3 Operatorul J, ., aplicat claselor XC, o(h1, ho; ¢, h)
si 2Cpo(ho; h)
Rezultatele prezentate in aceasta sectiune sunt originale gi au fost trimise spre

publicare. La inceputul acestui paragraf vom defini cateva subclase ale clasei ¥,
folosind subordonarea, superordonarea si conditia de la aproape convexitate.

Definitia 5.3.1. [96] Fie p € N*, hy,ho,h € H(U) cu hi(0) = ho(0) = 1, h(0) = p,
hi(z) < ha(z) si ¢ € XK, o(h). Definim urmatoarele subclase:

g'(2)
v'(2)

Ecp,O(hlah2;907 h’) = {g € EP,O . hl(z) < < h'Q(Z)} )

Zcpp(hQ;QO,h) = {g S pr : % =< hQ(Z)} .
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Definitia 5.3.2. [96] Fie p € N* si ho,h € H(U) cu h2(0) =1, h(0) = p. Definim:

ZCno(hQ; h) = {g < Ep’() . (3)(,0 < EKZLO(h) a.t.

$C,0(h) = { 9€ %0 Qg € XK, o(h) ai g/((zz )> ~< %h(z)} .
Observatia 5.3.1. [90]
1. Daca H € H(U), H(0) =p si h < H, atunci ¥Cpo(ha; h) C £Cpo(he; H).
2. Daca Hy € H(U), H2(0) =1 si hy < Ho, atunci ¥Cp(he; h) C XCpo(Ha: h).

3. Dacd hy,ho,h, H € H(U) cuhi(0) = he(0) = 1, h(0) = H(0) = p, hi(z) < ha(z)
sip € XKyo(h) NXK,0(H), atunci

Epro(hl, hQ; P, h) = Ecpyo(hh h2; P, H),
YCpo(ha; p, h) = XCpo(ha; p, H).

In continuare vom prezenta cateva cazuri particulare pentru subclasele definite

mai sus. "
z
Daca p = 1 g1 ho(2) = h(z) = T % € U, atunci o functie ¢ € ;4 este in
-z

clasa XK o(h) daca si numai daca

Re [—1 — zgp, (2)} >0,zeU,
©'(2)

1+ 2

deci clasa functiilor meromorfe aproape convexe este inclusa in clasa >C

Fie o« <1 < p < 4. Consideram hy = hi a5 $i h = hpas, unde hy o5 : U — C
este functia convexa cu hy o 5(U) = {z € C: o < Rez < 0} 8l hpas(0) = p.

Stim ca functia hy 4 exista iar ea se obtine prin compunerea unor functii ele-
mentare. Se observa imediat ca

(519) EKpp(hp@ﬁ) = ZKRQ(CY, 6),
(5.20) YCp0(h1,a.6:0, hpas) = XCpo(a, 05 ), undep € XK, o(a, 6).
In cele ce urmeazi vom folosi si notatia mai simpla
(521) Ecp’o(h17a75; hp,a,(S) = Ecp’o(Oé, 5)
Teorema 5.3.1. [96] Fie p € N* siv € C cu Rey > p. Fie hy si h functii convexe
in U cu hy(0) =1, h(0) =p i fie g € £Cpo(ho;h). Daca Rely—h(z)] >0, z € U,

atuncy

G = Jp;y(g) S ECp,O(hQ; Q)7

51



unde q este solutia univalenta a ecuatiei diferentiale Briot-Bouquet

(p+D2d'(z) _ 0y,
q(2)+ ’Y—Q(Z) _h()a GU,

cu q(0) = p.
Functia q este cea mai buna (p,p+1)-dominantd.

Observam din demonstratia Teoremei 5.3.1 ca avem gi urmatorul rezultat.

Teorema 5.3.2. [96] Fie p € N*, v € C cu Rey > p i hao, h functii convexe in
U cu hy(0) = 1, h(0) = p si Re[y — h(z)] > 0,z € U. Daca ¢ € EK,o(h) si
g € XCpo(h2; @, h), atunci

G = Jpr(9) € XCpo(ha; Jp, (), q),

unde q este solufia univalenta a ecuatiei diferentiale Briot-Bouquet

(p+1)2q'(2) _ oy
Q(Z)+W—h()a cU,

cu q(0) = p.
Functia q este cea mai buna (p,p+1)-dominantd.

Daca se considera indeplinite conditiile din ipoteza Teoremei 5.3.1, respectiv cele
din ipoteza Teoremei 5.3.2, cum din Teorema 2.3.1 avem ¢ < h, obtinem urmatoarele
corolare:

Corolarul 5.3.1. [96] Fiep € N* giv € C cu Rey > p. Fie hy si h functii convexe
in U cu he(0) =1, h(0) = p si fie g € XCpo(ha;h). Daci Reh(z) < Rewy, z € U,
atunci

G == Jpﬁ(g) - Zcp’()(hg; h)

Corolarul 5.3.2. [96] Fie p € N* giv € C cu Rey > p. Fie hy si h functii convezxe
in U cu hy(0) = 1, h(0) = p si Reh(z) < Rev, z € U. Daca ¢ € XK,o(h) st
g € XCpo(ha; @, h), atunci

G = Jpn(Q) € Ecp,O(h% Jp,v(‘ﬂ)a h)-

In continuare vom prezenta doud rezultate referitoare la clasele particulare XCp0(a,d)
§1 ECp70(a, 5) SO)

Teorema 5.3.3. [96] Fiep e N", a,0 e Rgivy € Ccua <1 <p<d<Rey.
Daca g € £Cpo(a, §), atunci

Jp,'y(g) S ZCP,O(‘% 5)~

Teorema 5.3.4. [96] Fiep €e N*, a,§ e Rsiy € Ccua <1 <p<d<Rer.
Daca ¢ € XKpo(a, ) si g € XCpo(a, d;¢), atunci

Jpa(9) € ECpp(a, 6 ®),
unde ® = J, ,(p).
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Mentionam ca Teorema 5.3.4 apare si in paragraful 4.3.

Lema 5.3.1. [96] Fie r > 0 si fie A\ : U — C o functie analitici in U astfel incdt
sup |A(z)] = M < oo. Dacap € H[1,1]NQ si p(z) + A(2)zp'(2) este univalenta in
zeU

U, atunci

Ul,r) C{p(z) + XN2)2p/(2) : 2€ U} = U (1, : —:]\/[) C p(U).

Teorema 5.3.5. [96] Fie m,r >0, p € N* giy € C cuRe~y > p. Fie hy si h functii
conveze in U astfel incat ho(0) =1, h(0) = p, Re[y — h(2)] > m, z € U.
Fie ¢ € XK, o(h) si g € XCpo(h1,ha;,h), unde hy(z) = rz+ 1, z € U. Pre-
’ Ty (9)
Py

g ()

G = JP77<g) € ECP,O(QD h?a q)7q)7

supunem ca g_/ este univalenta in U si € Q. Atunci
2

unde
¢ = Jp,'y(gp)

rm
Ch(z) = m

st q este solutia univalenta a ecuatiei diferentiale Briot-Bouquet

lz—i-l,zEU,

(2) + (p+1)2q'(2)

P =h(z),z€U,

cu q(0) = p.
Functia q este cea mai buna (p,p+1)-dominantd.
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